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  ــــــــةحــــلقـــــــة الإندومــورفيــزمـــــات المنتظمـــ

        3رنيم الجندي     2حمزة حاكمي         1إيمان الخوجة
 الممخص

 

يعد مفيوم الانتظام بحسب مفيوم فون نيومان, من المفاىيم الميمة في نظرية الحمقات 
مرتبط بشكل وثيق بالعناصر الجامدة والمودولات. حيث إن مفيوم الانتظام لعناصر الحمقة 

في ىذه الحمقة, حيث إن كل عنصر جامد ىو عنصر منتظم وأن كل عنصر منتظم يولد 
 عنصر جامد في الحمقة. 

ونظراً لأىمية مفيوم انتظام حمقة الإندومورفيومات لمودول ما, وجدنا أنو من المفيد 
لحمقة الإندومورفيزمات لممودول. وليذا دراسة بنية المثاليات الرئيسية اليمينية )اليسارية( 

السبب درسنا في ىذه الورقة العممية عدد من الشروط اللازمة والكافية كي تكون حمقة 
الإندومورفيزمات لمودول ما, حمقة منتظمة وقد حصمنا عمى شروط مكافئة عديدة وجديدة كي 

أن عمى سبيل المثال  نذكر منياتكون حمقة الإندومورفيزمات لمودول ما, حمقة منتظمة. 
)1(منتظمة ىو أن يكون كل من Sالشرط اللازم والكافي كي تكون الحمقة mI 

)1(و Ker حد مباشر فيMوذلك لأجل كل عنصر ,S.  والذي يكافئ بدوره
)1(و mI)(أن كل من Ker حد مباشر فيMوذلك لأجل كل عنصر , 

S.  إضافة إلى عدد من الشروط المكافئة الأخرى ليذا الشرط. فضلًا عن ذلك, أثبتنا
 S يوجد عنصر Sلأجل كل عنصرمنتظمة عندما وفقط عندما  Sأن الحمقة

)1(0إنبحيث   SS . والذي يكافئ بدوره أنو لأجل كلS يوجدS 
)()1(0بحيث يكون   mImI. 

 

 .المنتظمةالحمقة صر المنتظم, العنصر الجامد, العن الكممات المفتاحية.
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Abstract 
 

The concept of regularity in the sense Von Neumann it is 

one of the important concepts in theory rings and modules. The 

concept of regularity to  elements of ring has a strong relation with 

the idempotents elements of this ring, where every idempotent 

element is regular element and every regular element generate an 

idempotent element, in any ring. 
 

Conceder to the importance of the regularity of endomorphisms 

ring of some module, we find that it is good studying the structure 

of right (left) principal ideals of endomorphism ring of module. For 

this reason we study in this scientific paper a lot of necessary and 

sufficient conditions, to be the endomorphisms ring for some 

module is regular ring. Where we have obtain of many and new 

equivalently conditions to be the endomorphism ring for some 

module is regular ring.  
 

We mention from, the endomorphism ring of a module M is 

regular if and only if )1( mI  and )1( Ker  are a direct 

summands of a module M , for every endomorphism   of M . In 

addition to that, we obtain of many conditions equivalently of this 

condition. Also, we proved that if S is the endomorphism ring of 

some module M , then S is regular if and only if for every element 

S  there exists S  such that 0)1(  SS  , which is 

equivalent with the condition for every element S  there exists 

S  such that 0)1()(   mImI . 
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 المقـــــــــــدمـــــــــة.
لقد ثبت في كثير من الحالات الأىمية الكبرى لمفيوم الانتظام بحسب مفيوم فون 
نيومان في نظرية الحمقات والمودولات. حيث إن مفيوم الانتظام لعناصر الحمقة مرتبط 
بشكل وثيق بالعناصر الجامدة في ىذه الحمقة, حيث إن كل عنصر جامد ىو عنصر 

 وأن كل عنصر منتظم يولد عنصر جامد في الحمقة. منتظم 
 

, إن مفيوم الانتظام يربط لنا بين المودول وحمقة الإندومورفيزمات لو, إضافة لذلك
MEndS)(حيث إن الشرط اللازم والكافي كي تكون حمقة الإندومورفيزمات R  لمودول

حد  Ker)(و mI)(, حمقة منتظمة ىو أن يكون كل منRفوق حمقة Mما
 .S, وذلك لأجل كلMمباشر في

 

ومن جية أخرى, توجد علاقة وثيقة بين المثاليات الرئيسية اليمينية )اليسارية( في 
من خلال وذلك يزمات لمودول ما وبين المودولات الجزئية ليذا المودول, حمقة الإندومورف

 مفيوم الانتظام. 
 

فضلًا عن ذلك, إن مفيوم الانتظام يعد واحداً من المفاىيم التي تربط بين الحمقة 
وحمقة الإندومورفيزمات ليذه المودولات. حيث أثبت  ,والمودولات فوق ىذه الحمقة

 WareR. [ أن الشرط اللازم والكافي كي تكون حمقة ما نصف بسيطة ىو أن 7في ,]
 تممك مودولًا حراً غير منتيي التوليد, حمقة الإنومورفيزمات لو حمقة منتظمة. 

 

وجدنا أنو من المفيد ونظراً لأىمية مفيوم انتظام حمقة الإندومورفيومات لمودول ما, 
ية )اليسارية( لحمقة الإندومورفيزمات لممودول. وليذا دراسة بنية المثاليات الرئيسية اليمين

درسنا في ىذه الورقة العممية عدد من الشروط اللازمة والكافية كي تكون حمقة السبب 
الإندومورفيزمات لمودول ما, حمقة منتظمة وقد حصمنا عمى شروط مكافئة عديدة وجديدة 

 مة.كي تكون حمقة الإندومورفيزمات لمودول ما, حمقة منتظ
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 ث.ــــــــــــن البحــــدف مـــــــاله
MEndS)(اليدف من ىذا البحث ىو دراسة بنية حمقة الإندومورفيزمات R  لمودول

وبالتحديد دراسة بنية المثاليات الرئيسية اليسارية )اليمينية( في , Rفوق حمقة Mما
منتظمة وبالعكس. حيث تم التوصل إلى عدد من الشروط  Sكي تكون الحمقة, Sالحمقة

اليسارية )اليمينية( في الرئيسية اللازمة والكافية التي يجب أن تحققيا المثاليات 
م التوصل إلى عدد من الشروط , كي تكون حمقة منتظمة. فضلًا عن ذلك, تSالحمقة

, كي M المودولات الجزئية في المودولبعض اللازمة والكافية التي يجب أن تحققيا 
 Sحيث تم إثبات أن الشرط اللازم والكافي كي تكون الحمقة منتظمة. Sتكون الحمقة

)1(كون كل منمنتظمة ىو أن ي mI 1(و( Ker حد مباشر فيM وذلك ,
 . إضافة إلى عدد من الشروط المكافئة الأخرى ليذا الشرط.Sلأجل كل عنصر

 

 ة.ــــــــــرجعيـــــة المـــــــــــدراســـــال – 1
والمهودولات فهوق ىهذه  01التي سندرسهيا ىهي حمقهات واحديهة فييها Rجميع الحمقات

سهههههنرمز لحمقهههههة  Rحمقهههههة فهههههوق Mلأجهههههل أي مهههههودول .الحمقهههههات ىهههههي مهههههودولات يمينيهههههة
MEndS)(كلبالشهه Mالإنهدومورفيزمات لممهودول R. لهيكن

RR
NM مهودولين فههوق  ,

MEndE)(. لنفرض أنRحمقة
RM

 و)(NEndE
RN

لنفرض أيضاً أن ,: 
),(],[ NMHomNM

R
 

],[إن المجموعة NM ه الزمرة تشكل مودولًا يسارياً فوق تشكل زمرة جمعية تبديمية وىذ
الحمقة

N
E وتشكل أيضاً مودولًا يمينياً فوق الحمقة

M
Eلذلك فإن الزمرة ,],[ NM ىي 

(
MN

EE  .[4, ]مودول ثنائي-(,
 

 [.3] 1-1ـة ـــــــــــتمهيدي
ليكن

RR
NM ],[. عندئذ أياً كانRمودولين فوق حمقة , NM :فإن 

],[}:],{[المجموعة  – 1 MNMN   تشكل مثالياً يمينياً في الحمقة
N

E. 
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],[}:],{[المجموعة – 2 MNMN   ةتشكل مثالياً يسارياً في الحمق
M

E. 
 Rb إذا وجد عنصر إنو منتظم Raحمقة. نقول عن العنصر Rلتكن .1-2

abaaيحقق ونقول عن الحمقة .R  ,إنيا منتظمة إذا كانت جميع عناصرىا منتظمة
[2.] 
eeإنو جامد إذا كان  Reحمقة. نقول عن العنصر Rلتكن .1-3 2[ ,6.] 

 

NMليكن. 1-4 ],[نقول عن العنصر .Rمودولين فوق حمقة , NM  إنو منتظم
],[عنصرإذا وجد  MN بحيث إن ونقول عن المودول ,],[ NM  إنو 

],[منتظم إذا كان كل عنصر NM [1, ]ىو عنصر منتظم. 
 

 [.5] 5-1ة ــــــــــــــمبرهنـ
لههههيكن

RR
NM ],[, عندئههههذ لأجههههل أي عنصهههههرRمههههودولين فههههوق حمقههههة , NM .

 الشرطان الآتيان متكافئان:
],[العنصر  - 1 NM .منتظم 
2 – )(mI ىو حد مباشر فيN و)(Ker ىو حد مباشر فيM. 

 

 .[5] 6-1 نتيجـــــــة
ليكن

R
M مودولًا وليكن)(MEndS

R
 ان الآتيان متكافئانط. عندئذ الشر: 

بحيث يكون Sيوجد   – 1 . 
),()(من كل  – 2  KermI ىو حد مباشر فيM. 

 

 .[7] 7-1ة مبرهنـ
ليكن

R
M مودولًا وليكن)(MEndS R:عندئذ الشرطان الآتيان متكافئان . 

 منتظمة. Sالحمقة  – 1
),()(, كلًا منSلأجل كل  – 2  KermI ىو حد مباشر فيM. 
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 ة.ـــــــــــــة البحثيــــــــــــدراســــال
 .حــــمقــــــــة الإندومورفيــــزمـــــــــات لمـــــــــودول – 2

 .1-2تمهيديـــــــــــة 
NMليكن ],[من. لأجل كل Rمودولين فوق حمقة  , NM و],[ MN 

 القضايا الآتية صحيحة:
1 - )1()(   NmImIN. 
2 - )1()(   MmImIM. 
3 - )1()()(   NmImImI. 
4 - 0)1()(   MKerKer. 
5 - )1()()(   MKerKerKer. 

 البرهـــــــــــــــان.
],[لما كان NM و],[ MNعندئذ فإن ,NE وأنME. 

1)1(لما كان – 1   NNعندئذ أياً كان ,Nm :فإن 
)1()())(1()(   NN mImImmm 

NmImINومنو فإن N  )1()(  :وىذا يبين أن 
)1()(   NmImIN 

 (.1ة مشابية كما في )يبرىن بطريق – 2
)(ليكن – 3   mIxعندئذ يوجد ,My بحيث))(( yx   ,

))(()1)(()(ومنو فإن  mIyyx N :وبالتالي يكون , 
)1()()1())((   NN mIyyx 

)()()1(ومنو فإن   NmImImI. 
)()1(ليكن   NmImImيوجد , عندئذMm 1 وNm 2  :بحيث 
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))(1()( 21 mmm N   
)()(ومنو فإن 221 mmm   221وبالتالي فإن )()( mmm   وىكذا

))((نجد أن 212 mmm  . 
)(لنفرض أن 210 mmm فنجد أن ,)( 02 mm  نو نجد أن:وم 

 ))()(1())(1( 02 mmm NN 

)())(( 0   mIm 
)()1()(وىكذا فإن   mImImI N:مما سبق نجد أن . 

)1()()(   NmImImI 
)()1(ليكن – 4   MKerKeryعندئذ فإن ,My :كما أن 

0))(1(  yM  0و)( y 
)()0(0منو فإنو    yy 1(0وبالتالي()(   MKerKer. 
)(0وأن Mx, عندئذ فإنKerx)(ليكن - 5 x :ومنو فإن 

0)0)(1()()1())((   NN xx 
)(ومنو فإن  Kerxوبالتالي فإن ,)()(   KerKer. 

)1(ليكن  MKery1)((0, عندئذ فإن(  yKer M :ومنو فإن , 
0)0())(1())((   yy M 

)(ومنو  Kery1()(. وىكذا نجد أن(   KerKer M .
)()1()(مما سبق نجد أن   KerKerKer M. 

)(ليكن  Keryعندئذ ,My 0وأن))((  yKer  ومنو ,
)1)((0نجد أن  yM  1)(()(وبالتالي فإن(  KeryM   ومنو يوجد

)(0 Kery  0بحيث إن)( yyy  0)(, وىذا يبين أن yyy  . 
 فضلًا عن ذلك, إن:

0)0())(())(()()1(   yyyM 
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)()1(نو فإنوم   MKery:ومنو نجد أن , 
)1()()(0   MKerKeryyy 

)()()1(وبالتالي فإن   MKerKerKer:وىكذا نجد أن , 
)1()()(   MKerKerKer 

 وىو المطموب.
 

 ( يمكننا صياغة النتيجة الآتية:1-2اعتماداً عمى التمييدية )
 

 .2-2 ةـــــــــــــنتيج
,)(. عندئذ لأجل أي عنصرينRمودولًا فوق حمقة Mليكن MEndS R 

 القضايا الآتية صحيحة:
1 - )1()(   mImIM. 
2 - )1()()(   mImImI. 
3 - 0)1()(   KerKer. 
4 - )1()()(   KerKerKer. 
 
 .3-2مهيديـــــــــــة ت

NMليكن ],[. لأجل كل من Rمودولين فوق حمقة , NM و],[ MN 
 القضايا الآتية صحيحة:

1 - NNN EMNE )1(],[  . 
2 - NN EMNMN )1(],[],)[(  . 
3 - ],)[1(],[ NMENM NM  . 
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 ـــــــان.البرهــــــــ
],[لما كان NM و],[ MNعندئذ فإن ,NE وأنME. 

1)1(فإن NEلما كان – 1   NN:ومنو فإن , 

NNN EMN )1(],[1   
NNNNوىذا يبين أن EEMNE  )1(],[  :وىكذا فإن 

NNN EMNE )1(],[   
],[أياً كان – 2 MN :فإن 

],[)1()( MNM   

NNN E)1()1()(   
 ومنو فإن:

NN EMNMN )1(],[],)[(   
NNليكن EMN )1(],[  عندئذ ,NE فضلًا عن ذلك, يوجد ,

],[1 MN وNE2 21بحيث إن )1(   N :وبالتالي يكون 
)( 21212   

210],[لنفرض أن MN 0212, عندئذ )(    ومنو
 نجد أن:
],)[()()1( 002 MNN   

],[)1()](,[ومنو فإن MNEMN NN  :مما سبق نجد أن . 

NN EMNMN )1(],[],)[(   
1)1(فإن NEلما كان – 3   NNومنو أياً كان ,],[ NM 

)()1()1](,[فإن NME NMN  :ومنو فإن , 
],[],)[1(],[ NMNMENM NM   
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],[)1](,[مما سبق نجد أن NMENM NM  . 
 

 نا صياغة النتيجة الآتية:( يمكن3-2اعتماداً عمى التمييدية )
 

 .4-2 ةـــــــــــــنتيج
,)(. عندئذ لأجل أي عنصرينRمودولًا فوق حمقة Mليكن MEndS R 

 القضيتان الآتيتان صحيحتان:
1 - SSS )1(  . 
2 - SSS )1()(  . 

 

 .5-2ــــــــــة تمهيديـ
NMليكن ],[. لأجل كل منRمودولين فوق حمقة , NM و],[ MN 

 القضايا الآتية صحيحة:
1 - )1(],[   MMM EMNE. 
2 - )1(],[)](,[   MMEMNMN. 
3 - )1](,[],[   MN NMENM. 
 برهـــــــــــــــان.ال

 (. 3-2يتم بطريقة مشابو كما في التمييدية )
 

 ( يمكننا صياغة النتيجة الآتية:5-2اعتماداً عمى التمييدية )
 

 .6-2 ةـــــــــــــنتيج
,)(. عندئذ لأجل أي عنصرينRمودولًا فوق حمقة Mليكن MEndS R 

 القضيتان الآتيتان صحيحتان:
1 - )1(   SSS. 
2 - )1()(   SSS. 
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 .ةــــــــزمات المنتظمـــــــورفيــــة الإندومــــــــمقــح. 3

 .1-3مبرهنـــــــــــة 
NMليكن ],[أي عنصر . عندئذ لأجلRمودولين فوق حمقة , NM  القضايا

 الآتية متكافئة:
 منتظم. العنصر – 1
],[يوجد عنصر – 2 MN 1(بحيث يكون()(   NmImIN. 
],[يوجد عنصر - 3 MN 1(0بحيث يكون()(   NmImI. 
],[يوجد عنصر - 4 MN 1(بحيث يكون()(   MKerKerM. 

 ـــــــــان.ــــــــالبرهـ
(1)(2لنفرض أن .)],[ NMعنصر منتظم, عندئذ يوجد],[ MN  بحيث

 ( نجد أن1-2, وحسب التمييدية ))1()(   NmImIN :وأن 
)1()()(   NmImImI 

ولما كان  0نجد أن)( mI :ومنو نجد أن 
0)1()(   NmImI 

)()1(وىذا يبين أن   NmImIN. 
(2)(3.واضح .) 
(3)(1لنفرض أنو .) يوجد],[ MN :بحيث إن 

0)1()(   NmImI 
)()()1(0( لدينا1-2حسب التمييدية )   NmImImI 

ومنو فإن  وىذا يبين أن العنصر .منتظم 
(1)(4لنفرض أن العنصر .)],[ NM منتظم, عندئذ يوجد],[ MN 

بحيث يكون 0, ومنو فإن وبالتاليMKer  )( . 



 حــــلقـــــــة الإندومــورفيــزمـــــات المنتظمـــــــــــة 

44 

],[من جية أخرى, لما كان NM و],[ MN ( 1-2فإنو حسب التمييدية )
)()()1(فإن   MKerKerKer :وأن 

0)1()(   MKerKer 
)()1(ومنو فإن   MKerKerM. 

(4)(1.) لنفرض أنو يوجد],[ MN :بحيث يكون 
)1()(   MKerKerM 

],[ولما كان NM و],[ MN ( فإن:1-2فإنو حسب التمييدية ) 
)1()()(   MKerKerKer 

MKerومنو نجد أن  )(  وىذا يبين أن  العنصر ومنو فإن 
 منتظم. 

 

 ( يمكننا صياغة النتيجة الآتية:1-3اعتماداً عمى المبرىنة )
 

 .2-3 نتيجــــــــــــة
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R:عندئذ القضايا الآتية متكافئة . 

 منتظمة. Sالحمقة - 1
)()1(بحيث يكون Sيوجد Sلأجل كل – 2   mImIM. 
)()1(0بحيث يكون Sيوجد Sلأجل كل – 3   mImI. 
)()1(بحيث يكون Sيوجد Sلأجل كل – 4   KerKerM. 

 

 .3-3مبرهنـــــــــــة 
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R عندئذ لأجل أي عنصر .

S :القضايا الآتية متكافئة 
 منتظم. العنصر – 1
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SSSبحيث يكون Sيوجد عنصر – 2 )1(  . 
)1(0بحيث يكون Sيوجد عنصر - 3  SS . 
)1(بحيث يكون Sيوجد عنصر - 4   SSS. 
)1(0بحيث يكون Sيوجد عنصر - 5   SS. 

 ـــــــــان.ــــــــالبرهـ
(1)(2لنفرض أن العنصر .)S منتظم, عندئذ يوجد عنصرS  بحيث إن

  ولما كان ,SS )1()1(1    :نجد أن 
SSS )1(   

SSليكن )1(  عندئذ ,Sكما أنو يوجد ,S21,  بحيث يكون

21 )1(  ولما كان ,  :نجد أن 
 2211 )()1( 

0)( 2   
)1(0ومنو نجد أن  SS وىذا يبين أن ,SSS )1(  . 

(2)(3.واضح .) 
(3)(1لنفرض أنو يوجد .)S 1(0بحيث يكون(  SS  وحسب ,

NM( ولأجل3-2التمييدية )  نجد أنSSS )1()(   ومنو ,
)(0نجد أن  S وبالتالي فإن  العنصر وىذا يبين أن .منتظم 
 (2)(3 .)(1( يبرىن بطريقة مشابية لمتكافؤ)5)(4)(1التكافؤ)

 

 .4-3 نتيجــــــــــــة
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R:عندئذ القضايا الآتية متكافئة . 

 منتظمة. Sالحمقة - 1
SSSبحيث يكون Sيوجد Sلأجل كل عنصر – 2 )1(  . 
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)1(0بحيث يكون Sيوجد Sلأجل كل عنصر – 3  SS . 
)1(بحيث يكون Sيوجد Sلأجل كل عنصر – 4   SSS. 
)1(0بحيث يكون Sيوجد Sلأجل كل عنصر – 5   SS. 

 

 .5-3 ــــــــــــةمبرهن
MEndS)(وأن Rمودولًا فوق حمقة Mليكن R:عندئذ القضايا الآتية متكافئة . 

 منتظمة. Sالحمقة - 1
)1(, كل منSلأجل كل عنصر – 2 mI 1(و( Ker حد مباشر في 

M. 
)1(و mI)(, كل من Sلأجل كل عنصر – 3 Ker حد مباشر فيM. 
)1(ن, كل مSلأجل كل عنصر – 4 mI و)(Ker حد مباشر فيM. 

 ـــــــــان.ــــــــالبرهـ
(1)(2لنفرض أن الحمقة .)S منتظمة وليكنSعندئذ ,S1  وحسب
)1(( كل من7-1مبرىنة )ال mI 1(و( Ker حد مباشر فيM. 
(2)(1ليكن .)Sلما كان ,S1:عندئذ حسب الفرض كل من , 

)())1(1(,)())1(1(  KerKermImI  
 منتظمة. S( نجد أن الحمقة7-1, وحسب المبرىنة )Mحد مباشر في

(1)(3لنفرض أن الحمقة .)S منتظمة وليكنS( 7-1, عندئذ حسب المبرىنة )
, S1. فضلًا عن ذلك, لما كانMحد مباشر في Ker)(و mI)(كل من

)1(( كل من7-1حسب المبرىنة ) فإنو mI 1(و( Ker حد مباشر فيM. 
(3)(1.) ليكنSلما كان ,S1عندئذ حسب الفرض كل من ,)(mI 
)1(و Ker حد مباشر فيMولما كان .S1 حسب الفرض كل من: فإنو 

)())1(1(,)())1(1(  KerKermImI  
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 منتظمة. S( نجد أن الحمقة7-1, وحسب المبرىنة )Mحد مباشر في
(1)(4لنفرض أن الحمقة .)S منتظمة وليكنS( 7-1, عندئذ حسب المبرىنة )

, S1. فضلًا عن ذلك, لما كانMحد مباشر في Ker)(و mI)(كل من
)1(( كل من7-1حسب المبرىنة ) فإنو mI 1(و( Ker حد مباشر فيM. 

(4)(1.) ليكنSلما كان ,S1 عندئذ حسب الفرض كل من ,
)1( mI و)(Ker حد مباشر فيMولما كان .S1 حسب الفرض  فإنو

)1)1(()(,)1(كل من   KermImI حد مباشر فيM وحسب المبرىنة ,
 منتظمة. S( نجد أن الحمقة1-7)
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